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FUNCOES ORTOGONAIS E O METODO DE SCHMIDT

Rogério Custodio

Instituto de Quimica — Universidade Estadual de Campinas
C. Postal 6154, 13100 — Campinas (SP)

Um dos teoremas que sdo comumente abordados em
cursos de quimica quéntica é o da ortogonaliza¢do das fun-
¢Oes de onda. E por motivo de simplicidade, o método
geralmente empregado para efetuar tal operagdo é o mé-
todo de Schmidt [1]. Este método considera que podere-
mos obter um conjunto de fungdes {g,,82,.--,8n} =8
ortogonais apenas efetuando-se a combinagio linear do con-
junto de fun¢des {f,,f,,..., fn} = f ndo-ortogonais com
os quais representamos nosso sistema em estudo. A deter-
minagdo dos coeficientes que misturam as fungbes f sio
determinadas a partir de duas condigGes: a ortogonalizagdo
e a normaliza¢gio das fun¢Ses g. Matematicamente estas
duas condigBes sdo descritas como:

<gnlgk>=dnk @

onde o simbolo <> representa a notagdo de Dirak para
a integral sobre todo o espago do produto de duas fungdes

gn € gk € On k € o delta de Kronecker. Quando n =k, es-
tamos com a condigdo de normalizagdo. Quando n #k
estamos dizendo que as fungBes g e gk sio ortogonais
entre si.

Além desses aspectos comenta-se que a mistura ndo é
feita ao acaso, mas obedece uma pequena regra: a fungio gn
tem de ser construida por n fungdes f. Por exemplo,

g =ay ' f
8z =ay *f; tan - f,
g3 =az *f) tap - f, tazgz - f;

gn=an1'f1 +an2'f2+...+ann'fn (2)

Finaliza-se a introdug¢do ao método de Schmidt fazendo-
se a consideragdo de que uma fun¢fo g tem que obede-
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cer a eq. (1) para todas as n fungSes g construidas, ou seja,
a fungfo gy tem que ser ortogonalizada em relagio a to-
das as (n-1) fungOes g que jé foram construidas e ainda ser
normalizada. Para sedimentar bem os conceitos e a mani-
pulagdo o professor geralmente pede ao aluno que ortogo-
nalize um conjunto de fungGes, por exemplo, de Slater
Is, 2s e 3s. Esta manipulagio serd mais tediosa quanto
maior for o nimero de orbitais a serem ortogonalizados.
Entretanto, se avaliarmos cuidadosamente as condigGes
impostas acima pelo método de Schmidt verificaremos que
o processo de determinagdo dos coeficientes ajj pode ser
executado facilmente simplesmente aplicando-se o método
de inversdo de matrizes. Nosso objetivo aqui serd expressar
de uma forma mais diditica esse processo de avaliagdo
dos coeficientes ajj para um orbital ortogonalizado gn
a partir das fungGes f nio-ortogonais.

Utilizando-se a eq. 1 e substituindo-se sucessivamente as
fungBes gk representadas nas eq. (2) obteremos um con-
junto . de n-integrais. Constataremos facilmente que cada
uma dessas integrais poderdo ser representadas como:

<gnlgk>=akk * <gnlfk>=8nk 3

Para o caso em que n#k poderemos ter duas solugGes
para as integrais, agkk =0 ou <gp | fx>=0. A primeira
solugdo ndo pode ser aceita e isto pode ser demonstrado
através de um exemplo. A fungdo g, terd o seu coeficiente
ay; = [<f; [ f; >]"'2. Se ortogonalizarmos agora a fungfo
g2 em relagdo a g, teriamos através da eq. 3 e da nossa
primeira solugdo que a;; =0, o que ndo é possivel, visto

" que nestas condigGes o orbital g, nfo existiria e sabemos
que a;; ¥0. Sendo assim, a segunda solugdo, <g, | fx >
=0, é a soluggo aceitivel e agora, por substituicdo da fun-
¢do g por sua correspondente expansdo (eq. 2) teremos
uma série de n-equag6es do tipo:

an; °* Sll +anz' 812 +...+ann'sln=0
ani 'Szl +an2'822 +...+ann'82n=0

an1 * Snytanz2*Spzt+. .. FtanncSpn=1l/apn (4
onde Sjj=<fi |fj>, sGo as integrais de recobrimento
entre as fun¢Bes ndo-ortogonais.

Em térmos matriciais o conjunto de equa¢Ses em (4)
podera ser escrito como:

S Si2 --- Sin| |an 0
Szt S .- San| |an | = |0 ®)

1/apn

énlsnz -+ Spn ) |apn
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Invertendo-se a matriz S e multiplicando-se ambos os lados
da eq. (5), teremos finalmente que os coeficientes ap;
serdo iguais a:

Tin Tan
1 = —— a2 = —> ..

. =T, 6
ann mn »3nn nn ()
onde Tj, sdo os elementos da dltima coluna da matriz

S invertida. _
Os coeficientes da fungfo ortogonal g, obedecem aos

requisitos da ortogonalidade e normaliza¢do (eq. 1). Pode-
mos verificar ainda que para a determinagio dos coeficien-
tes apj ndo precisamos inverter toda a matriz S, mas apenas
determinar a Gltima coluna da matriz invertida. Esta mani-
pulagdo matematica, inversio de matrizes, é freqiiente-
mente ministrada no primeiro ano de graduagio, o que
ndo representa nenhum obsticulo para o aluno. Desta for-
ma, a determina¢do dos coeficientes depende das integrais
de recobrimento que podem ser encontradas tabeladas
para alguns tipos de fun¢Ses [2]. Computacionalmente uti-
lizam-se métodos que determinam estes mesmos coeficien-

“tes de maneira mais rdpida [3].

Alguns cuidados s3o necessdrios ao utilizar-se 0 método
de Schmidt de ortogonalizagdo. Na técnica acima, verifi-
ca-se que sendo o método dependente da inversdo da
matriz de recobrimento, devemos evitar situagdes em que
esta matriz seja quase-singular ou singular. Isto incorreria
em valores mal definidos para os elementos Tj,. Esta si-
tuagdo ocorre quando os elementos ndo-diagonais de S
sdo grandes. Por exemplo, a ortogonalizagdo de duas fun-
¢Oes de Slater 2s com os mesmos parimetros em centros
diferentes e muito préximos produz uma matriz S quase
singular. Técnicas numeéricas tem sido desenvolvidas para
evitar os &rros que advém desta situagdo [4].
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